
  

(Tip(Tip(Tip(Tip----９９９９))))    分子軌道法分子軌道法分子軌道法分子軌道法のののの拡張拡張拡張拡張 

(a)(a)(a)(a)    局在化分子軌道局在化分子軌道局在化分子軌道局在化分子軌道    

第５章で述べた Hartree-Fock-Roothaan の式より得られた分子軌道（正準分子軌道）は、 非局在化文

士軌道であって、結合性軌道・孤立電子対軌道等が明確でない。 

スレーター行列式波動関数Ψは分子軌道間のユニタリー変換に対して不変、即ち変換された分子軌道の

軌道エネルギーは正しくないが、分子全体の電子エネルギーは不変であることより、異なる軌道を占め

る電子の間の交換相互作用を最小とする軌道（別の言い方をすると、各分子軌道の重心がお互い最も離

れた軌道）を求めることで、結合性軌道・孤立電子対軌道を明らかにすることができる。 

今、電子数 2n の閉核分子系を考える。LCAO の係数は実数であるので、直交変換 T を用い、 

T = T(tij) 

とし、分子軌道 φiの２つの電子間のクーロン相互作用である Jiiの総和 L を最大にする T を求めると、

局在化分子軌道φiは、被占有軌道 φiを与える行列を Cocc= (Cir)( i=1～n, r =1～nkido)とすると、 

φi = Σj tij φj = Σj tij (Σr Cjrχr) = Σr (Σj tij Cjr)χr 

ここに 

L = Σin Jii 

= Σin ∫φi(1)φi(1) (1/r12) φi(2)φi(2) dv1dv2 

= Σin ∫ΣjΣkΣlΣm tij tik til timφj(1) φk(1) (1/ r12) φl(2) φm(2) dv1dv2 

= Σin ΣjΣkΣlΣm tij tik til tim∫φj(1) φk(1) (1/ r12) φl(2) φm(2) dv1dv2 

= Σin ΣjΣkΣlΣm tij tik til tim∫ΣrΣsΣtΣu CjrCksCltCmuχrχs(1/ r12)χtχu dv1dv2 

= Σin ΣjΣkΣlΣm tij tik til tim ΣrΣsΣtΣu CjrCksCltCmu ∫χrχs(1/ r12)χtχu dv1dv2  

= Σin ΣjΣkΣlΣm tij tik til tim { ΣrΣsΣtΣu CjrCksCltCmu (rs｜tu) }  

∂L/∂θk = ΣinΣjΣkΣlΣm 〔{ ∂tij/∂θk tik til tim + tij ∂tik/∂θk til tim + tij tik ∂til/∂θk tim + tij tik til ∂tim/∂θk } 

×{ ΣrΣsΣtΣu CjrCksCltCmu (rs｜tu) }〕 

実際的に最大の L をもとめるには、占有軌道数ｎ、即ち直交軌道（ベクトル）数ｎに対して、独立な

n(n-1)/2 ケの、各２つのベクトル間の回転直交変換 (θi)を用いて、T を以下の如く表せば便利である。 

T =ΠiKi                                                 (ex) K =  cosθ   sinθ  0 

                                                -sinθ  cosθ  0 

                                                  0      0      1 

こうすると、行列 T の各要素の微分∂tij /∂θkを要素とする行列を ∂T /∂θkと表すと、 

∂T /∂θk = K1 K2 ・・∂Kk /∂θk・・Kn(n-1)/2    (ex) ∂K/∂θ=    -sinθ  cosθ   0 

                                                         cosθ  -sinθ  0 

                                                          0      0      0 

一次微分∂L /∂θk のみを用いて山登り法で解く（但し、一度収斂後、その点を始点として、L が最大に

なるまで、何回か繰り返す必要がある）か、収斂を早くするために二次微分∂2L /∂θi∂θj を用いてδk

を求めて解くかすればよい。 

 

各軌道の電子密度分布ρφi (rrrr) は、ρφi (rrrr) = φi2で、全電子密度分布ρφ(rrrr) は、ρφ(rrrr) = ΣiOCCφi2で与

えられる。今、被占有軌道をφφφφocc、φφφφocc とすると、φφφφocc =T φφφφocc = T (Coccχχχχ) = (T Cocc)χχχχ故、 

ρφ(rrrr) = ΣiOCCφi2 =tφφφφoccφφφφocc=t (Tφφφφocc)(Tφφφφocc) =t(TCoccχχχχ)(TCoccχχχχ) =tχχχχt(TCocc)(TCocc)χχχχ 

====tχχχχtCocc(tTT)Coccχχχχ====tχχχχtCoccCoccχχχχ====t(Coccχχχχ)(Coccχχχχ) = tφφφφoccφφφφocc= ΣiOCCφi2=ρφ(rrrr) 

従い、上記変換を行っても、全電子密度分布は不変（すなわち分子の電子雲の形は同じ）である。 

    

    



  

(b)(b)(b)(b)    分子構造解析分子構造解析分子構造解析分子構造解析    

分子の安定構造、振動の力の定数と基準振動、反応の遷移状態の構造などを理論的にもとめるには、原

子核に働く力を計算しなければならない。 

分子の全エネルギーは、(5.2.25)で与えられる。(5.2.13)(5.2.14)(5.2.17)(5.2.24) (5.2.23)を用いて、 

E = Ee＋ΣA>B( ZAZB / rAB) 

= 1/2ΣrΣs Prs ( Hrs + Frs ) + Ω 

= ΣiΣrΣs Cir ( Hrs + Frs ) Cis+ Ω 

ここに 

Ω = ΣA>B( ZAZB / rAB) 

φi = Σrn Cirχr 

Hrs =∫χr(µ) (1/2▽2+ΣA (ZA／ rAµ ))χs(µ) dvµ 

Frs = Hrs + ΣtΣu Ptu｛( rs｜tu)－0.5( rt｜su)｝ 

= Hrs + Grs 

Grs =ΣtΣu Ptu｛( rs｜tu)－0.5( rt｜su)｝ 

=ΣtΣu CjrCjr｛2( rs｜tu)－( rt｜su)｝    

εi = Hi ＋ Σj OCC(2Jij－Kij) 

一方、HF 式および直交条件より 

Σs FrsCis = Σs SrsCisεi             (*)    

ΣrΣsCir Srs Cjs = δij                (**)    

原子核座標 R = R R = R R = R R = R (R1,,,, R2,  ,,  ,,  ,,  , Rn) = R  = R  = R  = R ( x1,,,, y1,,,, z1,,,, x2,,,, y2,,,, z2,,,,   ,  ,  ,  , xn,,,, yn,,,, zn    ) に関する微分は、    

∂E/∂R1 = ΣiΣrΣs ( ∂Cir/∂R1・2 HrsCis + c.c. + Cir・2∂Hrs/∂R1Cis ) + (G の部分) + ∂Ω/∂R1 

ここに 

 (G の部分) = ∂/∂R1 { ΣiΣjΣrsΣtuCirCisCjtCju〔2(rs｜tu)-(ru｜ts)〕}    

          = ΣiΣrs { 2∂Cir/∂R1Cis Grs + c.c + Cir Cis G’rs } 

G’rs = ΣjΣtuCjtCju〔2∂/∂R1 (rs｜tu)－∂/∂R1 (ru｜ts)〕 

=Σtu { (2ΣjCjtCju )〔∂/∂R1 (rs｜tu)－0.5 ∂/∂R1 (ru｜ts)〕}                      (6.2.1) 

従い、 

∂E/∂R1 = ΣiΣrs 2∂Cir/∂R1 ( 2Hrs + 2Grs ) Cis + c.c + ΣiΣrs Cir ( 2∂Hrs/∂R1 + 2G’rs ) Cis + ∂Ω/∂R1 

(*)式より、（第１項）= ΣiΣrs ∂Cir/∂R1 2 SrsCisεi + c.c 

(**)式を微分して、Σrs∂Cir/∂R1 Srs Cis + c.c + ΣrsCir ∂Srs/∂R1 Cis = 0 

故に、（第１項）= －2ΣiΣrsCir ∂Srs/∂R1 Cis となるので、 

∂E/∂R1 = ΣiΣrs Cir ( 2∂Hrs/∂R1－2εi ∂Srs/∂R1 + G’rs ) Cis + ∂Ω/∂R1 

=Σrs〔(2ΣiCirCis )∂Hrs/∂R1－(2Σiεi CirCis ) ∂Srs/∂R1 + (ΣiCirCis)G’rs 〕+ ∂Ω/∂R1  (6.2.2) 

こうして得られた ∂E/∂Ri (i =1～natom×3) を用いて山登り法で、最適分子構造が得られる。 

 

(1)(1)(1)(1)    固有反応座標固有反応座標固有反応座標固有反応座標（ＩＲＣ）（ＩＲＣ）（ＩＲＣ）（ＩＲＣ）経由経由経由経由によるによるによるによる最適分子構造最適分子構造最適分子構造最適分子構造    

質量荷重座標 RaM=√Ma・Ra を用いると、無限小時間 or 無限小 ds2=Σ(dRaM)2に対し、ＩＲＣは、 

dRaM /ds=(∂E/∂RaM)/( ∂E/∂s)   ここに ∂E/∂s＝－〔Σ(∂E/∂RaM)2〕1/2  ( a = 1～3 natom ) 

(2)(2)(2)(2)    NewtonNewtonNewtonNewton----RaphsonRaphsonRaphsonRaphson 法法法法によるによるによるによる最適分子構造最適分子構造最適分子構造最適分子構造・・・・遷移状態遷移状態遷移状態遷移状態    

勿論、２次微分を用いる方が、収斂は早いが、２次微分を求めるのが面倒かつ多大の時間を要する。 

２次微分（簡易的には、解析的に得た１次微分を用いて数値微分で代表することも可）が、得られる場

合には、 

Σj (∂2E/∂Ri∂Rj)δRj = －∂E/∂Ri   ( i, j = 1～3 natom  ) 

ここで、Σj Fxj = Σj (－∂E/∂xj) ≡ 0、Σj Fyj = Σj (－∂E/∂yj) ≡ 0、Σj Fzj = Σj (－∂E/∂zj) ≡ 0 であるから、上

式のうち 3 natom－3 ヶのみが独立である。  そこで、どれか１つの原子（例えばｎ番目の原子）の x,y,z

の変化を除いて解く。 除外した変化を０とすべく、ｎヶの原子の図心の変化すなわち得られた 3 natom 

－3 ヶのδRj をｎで平均化したものを、当該δRj から差し引いて次の計算の座標を求め、収斂するまで

解くと、最適分子構造が正確に得られる。 

 

 



  

(c)(c)(c)(c)    基準振動解析基準振動解析基準振動解析基準振動解析 

((((1111) ) ) ) 分子内座標分子内座標分子内座標分子内座標でのでのでのでの解析解析解析解析    

分子中の各原子の直交座標を（xi , yi , zi ）、分子内座標（ ri ）を、結合軸長さ、結合軸間角度、重心

位置、重心の結合軸周りの回転角度（または平面分子でのその面に垂直な軸に対する重心の回転角度）

等にとると、例えば３原子分子では、結合軸長さを d1、d2、d3 （d1 = √(x1－x2)2＋(y1－y2)2、代表長

さを r0（例えば平衡状態の結合軸間距離）、原子質量 m=Σmiとして 

r1 = d1 

r2 = d2 

r3 = r0・φ= r0・cos-1((r12＋r12－r12)/(2 r1 r2)                          ・ 

r4 = xG = Σ(mi / m)・xi 

r5 = yG = Σ(mi / m)・yi 

r6 = r0・θ= r0・tan-1((xG－x1)/ ((yG－y1) ) 

このようにして定めた分子内座標の平衡状態からの微小変化量⊿riを Ri 、同じく直交座標の平衡状態か

らの微小変化量⊿xiを Xiとして、RRRR = (R1, R2,････RN)t、UUUU = (X1, Y1, Z1, X2, Y2, Z2,････Xn, Yn, Zn)t、ま

た行列 B B B B = ( ∂ri / ∂Uj｜equi) と表す(N=3n、i =1～N、j =1～N、k =1～n)と、 

RRRR = B UB UB UB U                                                                                                                .  .  .  .  ..  .  .  .  ..  .  .  .  ..  .  .  .  .    
さて運動エネルギーT は、質量の対角行列 MMMM = (mj) を用い、各座標の時間微分を U,U,U,U,    R,R,R,R,    X, Y, Z として、 
                        .            .            .               . .            .            .               . .            .            .               . .            .            .               .    

T = Σ{ (1/2)mk Xk2＋(1/2)mk Yk2＋(1/2)mk Zk2 } = Σ(1/2) mj Uj2                        .    .        .    .        .    .        .    .             .       .        .          .   .       .        .          .   .       .        .          .   .       .        .          .    

= (1/2) UUUUt MMMM U U U U = (1/2) (BBBB-1RRRR)t MMMM (BBBB-1RRRR) = (1/2) RRRRt(BBBB-1)t MMMM (BBBB-1RRRR) 
       .              .        .               .        .             .       .              .        .               .        .             .       .              .        .               .        .             .       .              .        .               .        .             .    
= (1/2) RRRRt ( (BBBB-1)t MMMM BBBB-1 ) RRRR = (1/2) RRRRt ( (BBBBt)-1 MMMM BBBB-1 ) RRRR = (1/2) RRRRt ( B MB MB MB M-1 BBBBt)-1 R R R R  
       .     .       .     .       .     .       .     .    
= (1/2) RRRRt GGGG-1 RRRR  

ここに、GGGG = B MB MB MB M-1 BBBBt                   ＜    (BBBB-1) t = (BBBBt)-1 ＞ 

一方、位置エネルギーE は、微小変化量 Uiで展開しその２次微分までとると、∂E / ∂Ui｜equi = 0 を考慮

して、 

E = Σ{ (∂E / ∂Ui)Ui ＋(1/2)(∂2E / ∂Ui∂Uj)Ui Uj }= 1/2Σ (∂2E / ∂Ui∂Uj｜equi)Ui Uj  

ここで、行列 FFFFuuuu    = (∂2E / ∂Ui∂Uj｜equi)を定義すると、 

E = (1/2) UUUUt FFFFuuuu U =  U =  U =  U = (1/2) (BBBB-1RRRR)t FFFFuuuu    (BBBB-1RRRR) = = = = (1/2) (BBBB-1RRRR)t FFFFuuuu    (BBBB-1RRRR) 

= (1/2) RRRRt ((BBBB-1)t FFFFuuuu B B B B-1)R R R R = (1/2) RRRRt ((BBBB t) -1 FFFFuuuu B B B B-1)R R R R = (1/2) RRRRt ((BBBB-1) t FFFFuuuu B B B B-1)RRRR 

= (1/2) RRRRt F RF RF RF R 

ここに、FFFF = (BBBB-1) t FFFFuuuu B B B B-1                                                                                    ＜ F F F Fuuuu = BBBBt F B F B F B F B 、、、、(BBBB-1) t = (BBBBt)-1 ＞    

運動エネルギーとポテンシャルエネルギーが得られたので、これを用いてラグランジュの運動方程式 
                             .      .      .      .    

d/dt(∂T / ∂Ri )＋∂E / ∂Ri = 0    ( i =1～N) 
                                 .           ..           ..           ..           .    

を解く。今、適当な直交行列 L により次式で表される QQQQ なる変数により、T=ΣaiQi2 、E=ΣbiQi2とな

るようにする。 

RRRR = L QL QL QL Q                                        .  .  .  .        .  .  .  .    
すなわち、T = (1/2) RRRRt GGGG-1 RRRR、E = (1/2) RRRRt F RF RF RF R に RRRR = L QL QL QL Q を代入して変形すると 
                                .         .   .         .   .         .   .         .    

T = (1/2) QQQQt (LLLLt GGGG-1 LLLL) Q Q Q Q  

E = (1/2) QQQQt (LLLLt FFFF LLLL) Q Q Q Q  

これをラグランジュの運動方程式に代入し、 
          .          ...          ...          ...          ..    

QQQQ { (LLLLt GGGG-1 LLLL) Q Q Q Q＋(LLLLt FFFF LLLL) Q Q Q Q } = 0 
         .. .. .. ..    
(LLLLt GGGG-1 LLLL) Q  Q  Q  Q ＋(LLLLt FFFF LLLL) Q  Q  Q  Q = 0 ........    
Q Q Q Q ＋ (LLLLt GGGG-1 LLLL)-1(LLLLt FFFF LLLL) Q  Q  Q  Q = 0 ........                                                                                                                                     .. .. .. ..    
Q Q Q Q ＋ LLLL-1 (GGGG FFFF ) L Q L Q L Q L Q = 0            ＜  Q Q Q Q ＋ ΛΛΛΛQ Q Q Q = 0 、 (GGGG FFFF ) L = LL = LL = LL = LΛΛΛΛ ＞ 

従い LLLL-1 (GGGG FFFF )LLLL が対角行列 ie LLLL が GFGFGFGF の固有ベクトルになれば、基準振動波数νi は固有値λiを用い、 

νi = 1 /（2πc ）・√λi       （ 但し、c ：光速度(3×1010 cm/s) ） 

GFGFGFGF の固有値ベクトル LLLL を用い、RRRR = LLLL-1 QQQQ (=LLLLt QQQQ)を求めれば、基準振動モードが分かる。 

ab-initio 法で得られる FFFFuuuuは原子単位故、MKS 系にするには a02で割る必要がある。すなわち、力の定

数は、Fu×15.56 (mdyne/Å or 102N/m )。また質量は、質量単位数×0.16732×10-26 (Kg)。 

2 3 

1 

d1 d2 

d3 

重心 

φ θ 



  

((((2222) ) ) ) 直交座標直交座標直交座標直交座標でのでのでのでの解析解析解析解析    

    

(a)と同じ定義を用い、Vj = √mj Uj ＜VVVV=(MMMM1/2)t U U U U =MMMM1/2UUUU、UUUU=(MMMM1/2)-1 V V V V =MMMM-1/2 V  V  V  V ＞とすると 
                                            .          .          .             .               .       .          .          .             .               .       .          .          .             .               .       .          .          .             .               .    

T = Σ{ (1/2)mk Xk2＋(1/2)mk Yk2＋(1/2)mk Zk2 } = Σ(1/2) mj Uj2 = Σ(1/2) (√mj Uj )2  
        ....     . . . .    
= (1/2) VVVVt V V V V     

E = Σ{ (∂E / ∂Ui)Ui ＋(1/2)(∂2E / ∂Ui∂Uj)Ui Uj }= 1/2Σ (∂2E / ∂Ui∂Uj｜equi)Ui Uj  

= (1/2) UUUUt FFFFuuuu U =  U =  U =  U = (1/2) (MMMM-1/2 V  V  V  V )t FFFFuuuu    (MMMM-1/2 V  V  V  V )  

= (1/2) VVVVt ((MMMM-1/2)t FFFFuuuu M M M M-1/2 )V V V V = (1/2) VVVVt (MMMM-1/2 FFFFuuuu M M M M-1/2 )VVVV    

= = = = (1/2) VVVVt F VF VF VF V  

ここに 

FFFF = MMMM-1/2 FFFFuuuu M M M M-1/2 

(a) と同様にして、 
                                  ..                          ....                          ....                          ....                          ..    

V V V V ＋ FFFF V V V V = 0            ＜  V V V V ＋ ΛΛΛΛV V V V = 0 、  FFFF L = LL = LL = LL = LΛΛΛΛ ＞ 

基準振動モードは、VVVV = LLLL QQQQ であるから、直交座標での変位 UUUU は以下の通り。 

U U U U = M M M M-1/2 V V V V= M M M M-1/2 L L L L Q Q Q Q     

 

＜＜＜＜注意注意注意注意＞＞＞＞    

精度良く解析的に分子エネルギーE（ポテンシャルエネルギー）の２次微分を求められるときには考慮

する必要が無いが、数値微分を用いて２次微分を求める場合は、精度上、以下の検証が必要である。 

FuFuFuFu=(Fuij)＝(∂2E/∂ui∂uj)=(-∂Fi/∂uj) 、各原子に働く力 Fi＝Fx1,Fy1,Fz1,Fx2,Fy2,･････,Fxn,Fyn,Fzn)

とすると、外力が働いていないので、原子の位置に関係なく恒常的に 

ΣFxk ≡ 0 、ΣFyk ≡ 0、ΣFzk ≡ 0 すなわち ΣFi ≡ 0 

従い、Fu の成分は以下の式を満足していなければならない。 

Σi (Fuij) ≡ 0    または Σj (Fuij) ≡ 0     

この式を十分満足していないと、本来ν= 0 であるべきものが誤差を含んだ実数 or 虚数としてでてくる

し、また振動モードの方向性も歪なものとなる。 

   精度良く基準振動数を求めれば、平衡点ではすべて実数、鞍部では１つのみ虚数となる。 

 

(d(d(d(d) ) ) ) 赤外線吸収強度赤外線吸収強度赤外線吸収強度赤外線吸収強度（（（（直交座標直交座標直交座標直交座標でのでのでのでの解析解析解析解析））））    

    

入射光の強度 I0、透過光の強度 I とすると、一般的に 

ln(I/ I0)=A 

ここに、A は、モル吸光係数 a、光吸収物質の濃度 c、透過長さ l とすると 

A=acl 

このモル吸光係数 a は、赤外線吸収では、分子の双極子モーメントμμμμ、基準振動変位 Q とすると 

a ∝ (∂μμμμ/∂Q)2               

＜ a = NAVπd /(3c2) (∂μμμμ/∂Q)2   NAV：ｱﾊﾞｶﾞﾄﾞﾛ数、d：縮重度、c：光速＞  

すなわち、同一２原子分子では、基準振動は１つで、この変位 Q に対して定常的にμμμμ＝０であるから、

∂μμμμ/∂Q＝０となり、赤外線では吸収されない。 

 

他の複雑な分子の赤外線吸収強度すなわち活性か否かは、(∂μμμμ/∂Q)2を求めることで評価できる。 

μμμμ＝＝＝＝μx iiii    +μy j j j j +μz k k k k     

∂μμμμ/∂Q＝∂μx /∂Q i i i i    + ∂μy/∂Q j j j j + ∂μz/∂Q kkkk    

∂μx /∂Qi＝Σ∂μx /∂Uj・∂Uj /∂Qi    

ここで、ベクトルμμμμxUxUxUxU＝{∂μx /∂U1, ∂μx /∂U2,・・, ∂μx /∂UN }t 、行列μμμμuuuu＝(∂μj /∂Ui) ＜j=x,y,z＞、行列

μμμμQQQQ＝(∂μj /∂Qi) ＜j=x,y,z＞、行列 UUUUQQQQ＝(∂Uj /∂Qi) ＜j=1～N＞、とすると 

μμμμQQQQ＝UUUUQ Q Q Q μμμμUUUU＝(MMMM-1/2 L L L L) t μμμμUUUU 

このμμμμQQQQを用いて、基準振動変位 Qiに対して (∂μμμμ/∂Qi)2が以下の如くに求められる。 

(∂μμμμ/∂Qi)2 = (∂μx /∂Qi)2 + (∂μx /∂Qi)2 + (∂μz /∂Qi)2 


