
(Tip(Tip(Tip(Tip----４４４４----１１１１) ) ) ) 重重重重なりなりなりなり積分積分積分積分・・・・分子分子分子分子コアコアコアコア積分積分積分積分・・・・交換積分交換積分交換積分交換積分のののの計算法計算法計算法計算法概要概要概要概要    

    

(a)(a)(a)(a) 重重重重なりなりなりなり積分積分積分積分・・・・分子分子分子分子コアコアコアコア積分積分積分積分・・・・交換積分交換積分交換積分交換積分のののの計算式計算式計算式計算式 

                      

任意の演算子を HHHHaaaa（１、1/2▽2、ZA／rAµ 、１／rµν  等）とすると 

∫χr(µ) H H H Haaaaχs(µ) dvµ ＝∫(ΣiN Nridriχr0iGTO) H H H Haaaa ( ΣjN Nsjdsjχs0jGTO) dv    

= = = = ΣiNΣjN Nri Nsj dri dsj∫χr0iGTO H H H Haaaaχs0jGTO dv 

     となるので、重重重重なりなりなりなり積分積分積分積分・・・・分子分子分子分子コアコアコアコア積分積分積分積分は、ｓ軌道同士の場合、次のように書ける。    

Srs  = = = = ΣiNΣjN Nri Nsj dri dsj (Sa Sb) 

Hrs1 = = = = ΣiNΣjN Nri Nsj dri dsj〔Sa Sb〕 

Hrs2 = = = = ΣiNΣjN Nri Nsj dri dsj ＜Sa Sb＞                    

同様にして、交換積分交換積分交換積分交換積分も、、、、ｓ軌道同士の場合、次のように書ける。 

( rs｜tu) = ΣiNΣjN ΣkNΣlN Nri Nsj Ntk Nul dri dsj dtk dul (Sa Sb｜ScSd)  

 

 

(b)(b)(b)(b) ∫χr0iGTO H H H Haaaaχs0jGTO dv すなわち (S(S(S(Sa a a a SSSSbbbb) ) ) ) 〔〔〔〔SSSSa a a a SSSSbbbb〕＜〕＜〕＜〕＜SSSSa a a a SSSSbbbb＞＞＞＞    (S(S(S(Sa a a a SSSSbbbb｜｜｜｜SSSSccccSSSSdddd) ) ) ) のののの顕顕顕顕わなわなわなわな表現式表現式表現式表現式 

ガウス型軌道の場合、Fourier 変換および Dirac 関数 

F(k) = ∫-∞
∞
  f(r)exp(－ikr)dr           f(r) = 1/(2π)2∫F(k)exp(ikr)dk 

δ(r1－r2) =  =  =  = 1/(2π)3∫exp(ik(r1－r2))dk    ∫δ(r1－r2)h(r1)dr1 = h(r2)    

を用いて、すべてｓ軌道の時に対して解けて、       

(SaSb) = ∫exp(－αra2)・exp(－βrb2)dv                                

= (π/ p)3/2・ exp(－sRab2)                                      

p=(α+β)  s=αβ/(α+β) Rab=(a～b)距離 

＜SaSb＞ = ∫exp(－αra2)・(Zs/rs)・exp(－βrb2) dv  

= Zs・2π/ p・ exp(－sRab2)F0(p1/2Rs)                             

p=(α+β)  s=αβ/(α+β) Rab=(a～b)距離 

Rs  =(p～s)距離 

 [SaSb] = ∫exp(－αra2)(1/2▽2)exp(－βrb2)dv  

= (π/ p)3/2・s・ exp(－sRab2)（3－2sRab2）                                      

p=(α+β)  s=αβ/(α+β) Rab=(a～b)距離 

(SaSb ｜ScSd) = ∫exp(－αra2)・exp(－βrb2)・(1/r)・exp(－γrc2)・exp(－δrd2)dv 

                = 2(π)5/2・(1/(pq(p+q)1/2))・exp(－sRab2)exp(－tRcd2)F0((pq/(p+q))1/2Rpq) 

p=(α+β)  s=αβ/(α+β) Rab=(a～b)距離 

q=(γ+δ)  t=γδ/(γ+δ) Rcd=(c～d)距離 

Rpq=(p～q)距離 

ここに、                                                                 

F0(x) = 1/x・∫exp(－u2)du = erf(x) / x ,      erf(∞) = (π)1/2 / 2             

 

 

 

 



距離関係は、下図で、 

 

     (xs,ys,zs) 原子 s   rs 電子 1(x1,y1,z1) 電子 2 (x2,y2,z2)  

                      (Zs)  Rs                    rd 

             ra            原子ｄ(xd,yd,zd) 

(xa,ya,za) 原子 a               rb         rc       

        Rab                            q ( xq, yq , zq )  

( xp, yp , zp ) p          Rpq           Rcd 

                  

原子ｂ(xb,yb,zb) 

原子ｃ(xc,yc,zc) 

 

              ra2 = xa2 + ya2 + za2       

              Rab2 = (xa－xb)2 + (ya－yb)2 + (za－zb)2  

              Rpq2 = (xp－xq)2 + (yp－yq)2 + (zp－zq)2  

              Rs2 = (xp－xs)2 + (yp－ys)2 + (zp－zs)2  

xa = x1－xa                    （x1：電子座標 、xa：原子 a 座標） 

ya = y1－ya                    （y1：電子座標 、ya：原子 a 座標） 

za = z1－za                    （z1：電子座標 、za：原子 a 座標） 

              xp = (αxa +βxb) / (α+β) 

              yp = (αya +βyb) / (α+β) 

              zp = (αza +βzb) / (α+β) 

              xq = (γxa +δxb) / (γ+δ) 

              yq = (γya +δyb) / (γ+δ)  

              zq = (γza +δzb) / (γ+δ)  

 

 

s-p 軌道組、p-p 軌道組等の他の軌道の組合せに対しては、任意の演算子を HHHHaaaa（１、1/2▽2、ZA

／rAµ 、１／rµν  等）として 

∂/∂xa∫exp(－αra2)HHHHaaaa exp(－βrb2)dv 

= ∫∂/∂xa exp(－αra2) H H H Haaaaexp(－βrb2)dv  

= ∫(－2αra)(xa/ra)(－1) exp(－αra2) H H H Haaaaexp(－βrb2)dv  

=  2α∫xa exp(－αra2) H H H Haaaaexp(－βrb2)dv  

                          = 2α(xa Sb)           for  HHHHa a a a = 1 

                          = 2α〔xa Sb〕        for  HHHHa a a a = 1/2▽2 

                          = 2α＜xa Sb＞        for  HHHHa a a a = ZA／rAµ 

同様に、 

∂/∂xa∫exp(－αra2)・exp(－βrb2) H H H Ha a a a exp(－γrc2)・exp(－δrd2)dv 

=  2α∫xa exp(－αra2)・exp(－βrb2) H H H Ha a a a exp(－γrc2)・exp(－δrd2)dv  

                          = 2α(xaSb｜ScSd)    for  HHHHa a a a = １／rµν   

 

整理し直すと、 

(xa Sb) = 1/(2α)・∂/∂xa (SaSb) 

〔xa Sb〕= 1/(2α)・∂/∂xa〔SaSb〕                                      

＜xa Sb＞ = 1/(2α)・∂/∂xa ＜SaSb＞ 

(xa Sb｜ScSd) = 1/(2α)・∂/∂xa (SaSb｜ScSd) 

 

 



重なり積分の計算例を以下に示す。 

(xa Sb) = 1/(2α)・∂/∂xa (SaSb 

= 1/(2α)・(π/ p)3/2・(－2s) (xa－xb) exp(－sRab2)                                     
                      = (π/ p)3/2・(－s/α) (xa－xb) exp(－sRab 2)  

                      = (π/ p)3/2・exp(－sRab 2) (⊿xa)      ,  ⊿xa = (β/(α+β)) (xb－xa)   

= (xp－xa) 

 (Saxb) = 1/(2β)・∂/∂xb(SaSb)                                          

                      = (π/ p)3/2・exp(－sRab2) (⊿xb)      ,  ⊿xb = (α/(α+β)) (xa－xb)     

= (xp－xb) 

(xaxb) =1/(2β)・∂/∂xb｛1/(2α) ∂/∂xa(SaSb)    ｝= 1/(2α)・ 1/(2β)・∂2/∂xb∂xa(SaSb)                                         

                      =1/(2β) (π/ p)3/2・exp(－sRab 2)｛(⊿xa) (－2s) (xb－xa) + β/(α+β) ｝   

                      = (π/ p)3/2・exp(－sRab2)｛⊿xa⊿xb + 1/(2p) ｝   

 

(xayb) = 1/(2β)・∂/∂yb｛1/(2α) ∂/∂xa(SaSb)    ｝= 1/(2α)・1/(2β)・∂2/∂yb∂xa(SaSb)                                         

                      = 1/(2β) (π/ p)3/2・exp(－sRab2)｛(⊿xa) (－2s)(yb－ya)｝   

                      = (π/ p)3/2・exp(－sRab2)｛⊿xa⊿yb｝｝    ,  ⊿yb = (α/(α+β)) (ya－yb)        

= (yp－yb) 

(xaxa)は、(xaxb)のｂを a に置き換えて変えて計算すればよい。詳細は、Tip-4-3 参照のこと。 

 

＜＜＜＜追記追記追記追記＞＞＞＞    

ｄ軌道計算・p 軌道までの双極子モーメント計算には、以下の微分が必要である。 

(xan,xbm) = 1/(2α)｛ ∂/∂xa(xan-1, xbm)    ＋(n-1)    (xan-2, xbm)｝  

= 1/(2β)｛ ∂/∂xb(xan, xbm-1)    ＋(m-1)    (xan, xbm-2)｝  

であるから、例えば、 

(xaxa, xb)   =1/(2α)｛ ∂/∂xa(xa, xb )    ＋    (Saxb )｝                                          

= (π/ p)3/2・exp(－sRab2)｛⊿xa⊿xa⊿xb + 1/p⊿xa + 1/(2p)⊿xb｝   

(xaxa, yb)   =1/(2α)｛ ∂/∂xa(xa, yb )    ＋    (Sayb )｝                                          

= (π/ p)3/2・exp(－sRab2)｛⊿xa⊿xa⊿yb + 1/(2p) ⊿yb｝   

(xaxa, xbxb) =1/(2β)｛ ∂/∂xb(xaxa, xb) ＋    (xaxa, Sb)｝                                         

= (π/ p)3/2・exp(－sRab2)｛⊿xa2⊿xb2 + 1/(2p)⊿xa2 + 1/(2p) ⊿xb2 

+ 2/p⊿xa⊿xb+ 1/(2p)・3/(2p) ｝   

(xaxa, ybyb) =1/(2β)｛ ∂/∂yb (xaxa, yb) ＋    (xaxa, Sb)｝                                         

= (π/ p)3/2・exp(－sRab2)｛⊿xa2⊿yb2 + 1/(2p)⊿xa2 + 1/(2p) ⊿yb2 

+ 1/(2p)・1/(2p) ｝   

等々。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


